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0 LICZBIE RÓŻNYCH WARTOŚCI 


JAKIE FUNKCYA MOŻE PRZYBIERAĆ W SKUTKU PRZESTAWIEŃ ZMIENNYCH 


DO NIEJ WCHODZĄCYCH. 
PRZEZ 
Wł. GOSIEWSKIEGO, 


Przedstawiono na posiedzeniu Towarzystwa d, 4 Sierpnia 1870 r, 


1. Niech 
t=f(0,05..+-Tn) 


będzie funkcya m zmiennych niezależnych. Jeżelibyśmy w miejsce tych zmiennych podstawili jakieś 
dowolne wartości, funkcya v otrzymałaby odpowiednią wartość v,; a oznaczając szereg tych nowych 
wartości przez P,, mielibyśmy równanie »,=/(P,). Może się trafić, że po podstawieniu innego 
jakiegoś szeregu P., obok równania v,=/(P,), będzie istniało drugie, mianowicie v, =v, lub co 
na jedno wychodzi, /(P,) =/(P,). Gdy ilości składające oba szeregi P, i P, są te same, powiada- 
my, że równanie v =v, wtedy tylko za istniejące rozumieć będziemy, jeżeli się utrzyma przy wszel- 
kich wartościach ilości zmiennych. Gdyby zaś było v, różne od v,, różność ta nie przestaje istnieć, 
chociażby zamieniała się na równość, przy pewnych szczególnych wartościach tych zmiennych. 

2. Z określenia równości i różności wartości funkcyi v, wypada, że wartości zmiennych w jéj 
skład wchodzących nie wpływają bynajmniej na liczbę jéj równych lub różnych wartości, z czego 
wynika : 

a) że wartości funkcyi otrzymamy przestawiając tylko ilości zmienne, 

b) że gdy ilości zmienne zwiążemy pewnemi warunkami, a mianowicie takiemi, aby wszystkię 
były różne między sobą: przy takich ich wartościach uważane wartości funkcyi, pozostaną względem 
siebie takiemi, jakiemiby były przy wszelkich wartościach tych ilości zmiennych. Ponieważ równanie 
dwumienne 

«—1=0 


ma m pierwiastków różnych, będzie dogodnie uważać nasze zmienne za pierwiastki tego równania. 
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3. Z powodu że z m ilości, 1.2.3... m==m! wszystkich przemian utworzyć możn, funkcya v 
najwyżćj m! różnych wartości przyjmuje. Pośród tych wartości funkcyj, równych sobie lub różnych 
poszukiwać będziemy. Aby zaś wszystkie te wartości otrzymać, potrzeba w funkcyi v za szereg zmien- 
nych Lis Lys Lgs... Lm wszystkie m! przemian po kolei podstawić. Gdy więc w miejsce przemiany 
Ly Lz... Em, piszemy inną Lag... La, (w szeregu liczb «,$, ...v, wszystkie są między sobą różne, 
i stanowią szereg 1, 2,3, ...m inaczćj uporządkowany), otrzymujemy inną wartość funkcyi : 


vi = fle Ga 


a o tem cośmy wykonali, mówi się, że w danćj funkcyi dokonanem zostało podstawienie wyrażone 
przez symbol: 


Ó NRL AE A 
Tę IR A 


Porównywając ten symbol z wartościami v, i v, widzimy, że v od v różni się podstawieniem 
Tą ZA Ly, Ty ZA Tą, Ty ZA Ly... Ly ZA Lm W funkcyi v dokonanem, co symbol (1) doskonale przed- 
stawia. Jeżeli symbol (1) ma tylko oznaczać dopiero co wymienione działanie, co zakładamy, prze- 
stawienie dowolne kolumn go składających znaczenia jego nie zmieni. Tak więc, każdy symbol pod- 
stawienia, lub krócćj, każde podstawienie 


(2) (7 SĄ, .wo z) A 
Ta, AO -Ą Ty, 


przez przestawienie jego kolumn do kształtu (1) sprowadzić można, nie naruszając przez lo jego pier- 
wotnego znaczenia. i 


4. Weźmy pod uwagę podstawienie (2) złożone z m kolumn. Jeżeli każde / kolumn (¿< m) 
przedstawiają w szeregu górnym inną kombinacyę jak w szeregu dolnym, i jeżeli cały szereg górny 
stanowi tę samą kombinacyę co szereg dolny, podstawienie takie nazywa się kołowón. Podstawie- 
niu kołowemu można nadać postać : 


t 
ct Dy dy tys z s 
Ei ejan 4 is Ce) 


Wiadomo jest, że każde podstawienie daje się rozdzielić na podstawienia kołowe cząstkowe. 


Gdy « jest pierwiastkiem urojonym równania 1” — 1—=0), szereg wszystkich pierwiastków wy- 
razi się przez: 
ELE OWES wej 
Kładąc zatóm, 
Ty =t, le ==; m=, 1a. Lm == 0" 
wypada Cn EF Zy. 


Dodajmy do znaczku każdćj z ilości ty, £2, ... ,<£m, liczbę całkowita dodatną p <m, otrzymamy 
Lippy Wąą + + + Uma = Ljip ZO jay Loga oe Wy Wy Los o.. Das 


ma zasadzie powyższćj uwagi. Nowy ten szereg podpiszmy pod pierwszym tak, aby każde dwie ilości 
La Ì Lapu Stanowiły jednę kolumnę pionową. W ten sposób znajdziemy następutące podstawienie 


ń ( PC a o A ) E ATO- 2A ) 
= . 
` Aizyy Totg ».. mtp, litu Tora... Ty 


Oloż można dowieść, że wiele razy u. jest liczbą pierwszą względem m, tyle razy podstawienie (1, 


http://rcin.org.pl 


O LICZBIE RÓŻNYCH WARTOŚCI FUNKCYI 3 


jest kołowem. Ztąd zaś wypada, że gdy m jest liczbą pierwszą, podstawienie (1) jest zawsze koło- 
wóm dla u < m, i to samo ma miejsce dla m jakiegokolwiek, gdy u=1. Jeżeli m jest wielokro- 
tnością liczby u, podstawienie (1) rozdzieli się na u podstawień kołowych cząstkowych, z których 
każde jest złożonem z z kolumn (*). 


b 


P r = 
Podstawienie (1) będziemy zawsze oznaczali przez (p. ) zaś znak (3) wyobrażać będzie pod- 
B+l k 
stawienie jakiekolwiek. f 


AAS > aż „(DB 
5. TWIERDZENIE I. Gdy mamy daną przemianę P, z m ilości danych i podstawienie $) 73 
p 2 
jego pomocą otrzymamy z przemiany P, przemianę P,; stosując do téj ostatniéj to samo podsta- 


wienie, otrzymamy przemianę P,, i tak daléj działając dojdziemy do takićj przemiany P: że nastę- 
pująca będzie już przemianą P,. Otóż, przemiany 
PPa Pa = sk: 


w opisany sposób otrzymane, mają tę własność, że którebądź z podstawień 


, P, P; T 4 
1) P, , P, , P; 
do nich zastosowane, doprowadzi zawsze do tego samego szeregu przemian, inaczej lylko uporządko- 
wanego. 
Uważmy najprzód, że wypisane przemiany w liczbie / są wszystkie między sobą różne, i te tylko 


, . s P . . . D z < r 
które za pomocą podstawienia b , w opisany w twierdzeniu sposób, otrzymać można, Z tego po- 
2 A 


wodu przemiana P: za pomócą podstawienia (R) , dać może tylko jednę z poprzedzających ja 
? 
Pa (a < l), która także powstała za pomocą tego samego podstawienia (Ed) z przemiany P.—,. Aże 
2 


2 
wych przemian P, otrzymać nie można, przemianą zatóm P, musi być koniecznie przemiana P;, i 
pierwsza część naszego twierdzenia jest dowiedzioną. 


z dwóch różnych przemian P; i P+, przy użyciu tego samego podstawienia (pi) dwóch jednako- 


Ponieważ, na podstawie w téj chwili dowiedzionćj prawdy, za pomocą podstawienia (p) z szere- 
gu l wypisanych przemian, otrzymujemy szereg następujący : 
BK; „BP: 
a każde z podstawien (1), jest równoważne kilka razy zastosowanemu podstawieniu (z:) do pierwo- 
2 


(nego szeregu przemian, widocznem jest, że każde z podstawień (1) może tylko zmienić porządek prze- 
mian pierwotnie wypisanych, c. b. d. d. 


Wypisany w twierdzeniu szereg przemian, nazwiemy przemianami nierozdzielnemi względem podsta- 


wienia danego (ai podstawienia zaś (4) będziemy nazywali podstawieniami przez te przemiany wy- 
2 


4 / 


(/) Wyżćj przytoczone określenie podstawienia kołowego, i użycie pierwiastków równania dwumienneg» (2%*— 1—0) 
w dowodzeniu zamieszczonego tu twierdzenia Cauchy'ego, podane zostały po raz pierwszy przez profesora babczyń- 
skiego, przy wykładzie Algebry Wyższćj w Szkole Głównćj Warszawskićj w 1864 r. Nadawszy takie same znaczenia 
ilościom zmiennym wchodzącym w skład jakićjkolwiek funkeyi, udało mi się dowieść kilka twierdzeń odnoszących 
się do liczby różnych jéj wartości, jeszcze w roku 1866, które stanowią przedmiot niniejszćj rozprawy. 
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znaczonemi. 
6. TwiERDZENIE II. Liczba ł przemian nierozdzielnych względem podstawienia k J, wy- 
+ 
raża się Ak 
l=”, 
P 
gdzie p jest największym wspólnym dzielnikiem liczb m i p., 


Ponieważ podstawienićm daném (7: 


pti 


) jest następujące : 
( Tiy Toy ... Tm ) 
Tipps Vzżwy e Imta 
każda z przemian względem niego nierozdzielnych, otrzyma się z wzoru 
(1) Litups Torups Tt +: y Tmę wą 


zastępując w nim w, przez liczby: 0, 1, 2, .../ +, 
Napisawszy w (1) za w liczbę /, przemana tak otrzymana zamieni się na pierwszą podług poprze- 
dzającego twierdzenia, a na zasadzie naszćj ugody, mieć będziemy 


lu. — km =0, 


gdzie k jest liczbą całkowitą nieoznaczoną. Wziąws zy ją i liczbę Z za niewiadome tak napisanego ró- 
wnania, znajdujemy : 


gdzie £ jest liczbą całkowitą, a pọ największym wspólnym dzielnikiem liczb m i p. 
Widocznem jest teraz, że najmnićjsza wartość / różna od zera, i zadosyć czyniąca naszemu równa- 


niu, to jest, /= > , jest liczbą przemian nierozdzielnych względem podstawienia Ki ) 6,b;d.o. 
ati 
Wniosek. Gdy liczby m i y. są pierwsze względem siebie, wtedy p=1 a /=m. A zatćm przemian 
z m ilości, nierozdzielnych względem podstawienia kołowego, jest m. 
PRzYkŁAD. Dana przemiana pierwotna 2, £y, Ly, £,, Lys L i dane podstawienie Ha Tna SE A 
Tay Lyg Tys Lor Ty Tą 
przemiany nierozdzielne względem tego podstawienia są : 


Liz Lay Tay Liy Lös Tey 
L3y Lry Czy Tey Liy Tas 
Liy Ley Lig Las Lgs Tiy 
Ftórych liczba ze wzoru / aż, daje się oznaczyć, albowiem p= 2, m=6, więc p=2, a zatem 


6 
2 


= 


= ję 


FRzykŁap Dana przemiana pierwotna £. Zs, Gy, Ly, Czy Tos i dane podstawienie kołowe 
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„ge Tp Ty Typ Tp z) ; przemiany względem niego nierozdzielne są następujące : 
Lgs Ly lą Lzy dy Ly) 
Ty, Tay T3, Lyr Tiy Tas 
Lzy Liy Lay Ty, Liy Czy 
Tiy Lay Liy Tą, Ty, Lig 
L, Cz, Le, Tiy Ta, ly, 
Ty, Tyy Tsy Les Tiy Tay 
La, T3, Ty, Liy Tę, Lig 
których jest ¿=m = 6. 
"TWIERDZENIE III. Jeżeli mamy podstawienie dające się rozdzielić na « cząstkowych kształtu (r: j , 
z 
gdzie mą oznacza liczbę kolumn cząstkowe podstawienie składających, a «© którąbądź z liczb całko- 
witych między 1 i « zawartych, tak, że m, + m, + m; + ... + ma =m; jeżeli px jest największym 
spólnym dzielnikiem liczb m, i ux; l przemian nierozdzielnych względem takiego podstawienia, 
wyraża się : 
Je My. Ma. My. . . . Ma 
Pi Aae Pae As- P3 Ase PAN da. pa 
gdzie 0a wyobraża największy wspólny dzielnik, liczb : 


My Myy. e Mamy i 
Pide- Pa- hg Pa -As hepa pe 
dla każdego x pomiędzy 2 i a. 

Wyobraźmy sobie że wypisaliśmy wszystkie Z przemian, o liczbę których nam chodzi. Z podsta- 
wienia danego odrzućmy jednocząstkowe, złożone z ostatnich m. kolumn, i względem podstawienia 
wyrażonego przez symbol pozostały, ntwórzmy przemiany nierozdzielne z m — m, pozostałych ilo- 
ści; liczbę ich oznaczmy przez F._. 


Względem podstawienia odrzuconego, złożonego z m. kolumn, utwórzmy także przemiany nieroz- 
dzielne z odrzuconych ma ilości, i każdą z nich dopisujmy po kolei do każdćj z Fa, w ten sposób, 
że gdy się raz wyczerpną, zaczynamy powtórnie takie same działanie w dalszym ciągu. 


Ponieważ przemian jednych, jest mg, mnićj jak drugich Fa—ı, (zrobić tak zawsze można); 
pa 

po wydzieleniu liczby F._, przez 9, na resztę otrzymamy ra, taką liczbę, że przemiana do ostatnićj 
z F, dopisana, otrzyma się z pierwszćj za pomocą następującego podstawienia : 
ń Um=mth Tm—m, +23 * + - Tm ) 
le; -mat raa tis Tm—my ręką +2) * * + mt rata 

Z drugićj strony wiemy, że liczba przemian nierozdzielnych względem tego podstawienia, jest ró- 
wną z jeżeli pa wyobraża największy wspólny dzielnik liczb ma i yar., a zatćm liczba przemian 
l, wyrazi się: 


(1) Iz. SE; 
p 


Oznaczając następnie przez X., największy wspólny dzielnik dla 5 i r,, jest oczywiście pa == ħa. pa 
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z kąd równanie (1) przekształca się na 


ma 


? 


(2) l= | e e 
ta. Pa 
w którym, po uwzględnieniu równania F,- = Q9 +a, widzimy, że a oznacza także największy 
wspólny dzielnik liczb Fz_, i ę. 

Podobnym sposobem jak liczbę przemian / wyraziliśmy przez F._,, wyrazimy F,_, przez F,-», 


Fa— przez Fa_z i t. d; nareszcie, wyrazimy F, przez F, a p=% . Wypisując pod sobą wartości 
04 


na l, Fay, Fae, ... Fa, F;, otrzymamy następujące równania: 


Ma 


E Bs T , 
Aa. Qa 
` CNN Ma—2 
Fis <= Fiai NOS 
Ka == ika 


k da-s: Pame 2 


R=F. 2b, 
2 


a z nich 


My Mz - M4. s-os Ma 


à >: 
( ) PEWIEN YE ... dapa 


WnĒiosek, Gdy w szczególności w ps Vas... 4a SĄ Odpowiednio względem mi, m,, My ... Ma licz- 
bami pierwszemi, każda z liczb p1, pa fs... Pa jest wtedy jednością, a wzór otrzymany przechodzi 
na następujący : 

|= uM. Ms... Ma 
da. R ... Aa 


w którym 2, jest największym wspólnym dzielnikiem liczb : 


mM, : Mai M3... Memi 


C a WIREK a GSG i Mı 
ha „dz. Àg ... N— 


przy wszelkich wartościach z od 2 do a. 
M.M, ... My 


UwaGa. We wzorze (3), oznaczmy liczbę —7 << —— 
= 8; y e p1- 2. p2.)3 ... du. Pn 


przez p,, i weźmy jeszcze liczbę: 


Mais Magas M 


Anti- Pati. Aeta- Pata ... An- Pw' 


Mni 


w któréj 4,., jest największym wspólnym dzielnikiem liczb p, i . Oznaczając przez z,+» naj- 


On+1 


Pn į Tnt? ą przez c++ największy wspólny dzielnik liczb: 


większy wspólny dzie!nik liczb: 
ST P n+1 Pnt 


Martii Teta. będzie Ara Tn+2.6n+2. Oznacza qe następnie, największy wspólny dzielnik liczb : 
Cn*t Ente 
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P 0 SP k Ma1. M . m r 
sok i Ate przez mney aliczb: SE. T ZE przez ns Będzie Mri = Tars: 6 +3, 
In+1Tnę2 0n+3 fn+1:Sn+2-Pnjs Pn+3 


i tak daléj postępując znajdziemy także w = tn. n'e 
Z równania tego wypada : 


Mpa Mną + + > Mat 4 Puzyna s Mw 


Anpi Putre Anta Prpa. -e An’. Pn” a FT FP WA 1. Pa Tn+a-fn+s + Ga-Pa 


Położywszy za czynnik pierwszy drugićj strony tego równania zz a za czynnik drugi pw, będzie: 
Mi. Ma Mpe: My PaPa 


A Pa Aa- Pa. As- PaA; <o o An’, Pm lr 


gdzie p, wyobraża liczbę przemian nierozdzielnych względem podstawienia złożonego z n podsta- 

wień cząstkowych; pw liczbę przemian nierozdzielnych względem podstawienia złożonego z n’ — n 

podstawień cząstkowych; zaś 7, jest największym wspólnym dzielnikiem liczb p, i pw. 
Rozciągając podobne rozumowanie daléj, przyjdziemy do równania 


po Pu.Pn Pae -> Palei) $ 
VEEN EN n2) 


któro znaczy co następuje: jeżeli dane podstawienie rozdzielić można na x cząstkowych jakich- 
kolwiek, i jeżeli Pa, Pw, Pw, ... Pa”, sa liczbami przemian nierozdzielnych względem pomienio- 
nych podstawień, najmniejsza wspólna wielokrotna liczb pn. Ps pws Da", jest liczbą przemian 
nierozdzieinych względem podstawienia danego. 

PnzykŁap. Dana przemiana pierwotna 


Liy Las Vy, 04, Cz, Las Tis Lg, Loy Lios Tiy Liz. Tiz, Liss Diss 
i dane podstawienie 


4 


a Lor Lgr Lys Lys Los Lzy Loy Loy Lios Figs Pigs Cigs Ty» aA 
Tas Lay Loy Lis Lasy Cay Vys Lis Los Tins Tigy Pips Tiss Tios Ty 


oznaczyć liczbę przemian nierozdzielnych względem tego podstawienia. Mamy w tym przypadku 
m=l13, m = 9, m= 6, u, =6, u, =2, p, =3, p, =2, X} =3. Zatóm liczba przemian jest 


mO 9.6 _3. yrzemianami zaś są : 
= R PRETEC A s 


Lis Lay Lgs Tys Lys Lor Lis Lar Cor Lios Ligy Lins Figi Ly Tiss 
Lry Bzy Lyr Lys Lay Lgr Lyr Lys Tas Lins Ligy Lips Tiss io Pin 
b, Goio aaa BABE MY i Z Zd Oie An Gi 


PnzykŁAD. Dana przemiana pierwolna 


Myy Lay Ta, Lyg Lgs Lgs Tas Lgs Los Fior 
i dane podstawienie : 


G Tą, Lgs Ty Lys Los Lry Lay Tos Si) 7 
Les Liy Cas Ty Ty Tys Lgr Ty Bipy Tr 


ł 


oznaczyć liczbę przemian nierozdzielnych względem tego podstawienia. Mamy w tym razie m = 10, 


mMm 6.4 
sw 


m, = 6, m = 4, y ==5, w = 1, ay =f, pe 51,)2 =2. Liczba przemian jest: l= 33 F = 12; 
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zaś przemianami są : 
Myy Los Lg, Lyg Lyr Ter Toy Lgs Los Tios 


Ler Vis Las Ty, Ty, Lyg Lgs Tos Lios Try 
Lis Los Lis Toy Tys Lys Loy Tios zy Tas 
Tis Tys Tes Lys Tas Lgs Lios Cas Lzy Toy 
Lys Lys Liz Los Tys Los Las Lgs Lor Ligy 
Lay Lys Tys Lyg Loy Tys Tgr Tos Ligy Try 
Lis Lor Ty, Tys Czy gy Lge Ligy Czy Lge 
Tas Ty, Tay Lgs Tys Tis Tio Lay gy Los 
Lzy Lgr Myy Lag Bay Byg Lag Lgs Tor Tios 
Cis Lzy Los Lis Lay Ty, Toy Toy Lios Trs 
Lar Tys Bzy Les Ty Tą, Loy Lio Try Tę; 


Tas Vy, Lys Lys Węy Lys Bigs Las Ty, Tos 


» . 
7. Niech symbol a ) wyobraża podstawienie kołowe, a zatém, dające się napisać pod postacią 
u+1 


Ly dy Ty  ... Tm 
(1) 


Latis Tates Taty 11. Tużm 
Jeżeli z symbolu tego wyjmiemy ilość <£ą«, a obok nićj napiszemy tę, która się pod nią znajduje, to 
jest: ©.4,, dalćj tę, która się pod 1,;„ znajduje, to jest: 1.4,„; to postępujac w podobny sposób 
dalój, dojdziemy zawsze do takićj ilości £a+w, w którćj w==m. Gdyby bowiem tak się nie stało, przy- 
szlibyśmy do innćj ilości 14+.,„ dla którćj w < m, i w tym przypadku w symbolu (1), » <m ko- 
lumn, stanowiłyby w wierszach górnym i dolnym tę samą kombinacyę. Symbol więc (1) nie przed- 
stławiałby podstawienia kołowego z m ilości, co jest przeciwnóm założeniu. A zatóm, dojdziemy zawsze 
do takićj ilości Ta+.„, W którćj » =m. Ale, gdy w =m, Latua = La, WIĘC prowadząc dalćj podobne 
działanie od tego miejsca, doszlibyśmy powtórnie do tego samego wypadku. Kończymy przeto 
kładąc » =m — 1, i tym sposobem otrzymujemy przemianę : 
1) Las Toż gy Tapzny Tatsyy «1: Tad (m- I)a 
którą będziemy nazywali przemianą odpowiednią podstawieniu (1). Pisząc we wzorze (1) za w wszyst- 
kie liczby pierwsze względem m i mniejsze od m, otrzymamy v przemian, jeżeli v jest liczbą liczb 
pierwszych mniejszych od m. 

PRzykŁAD. Dana przemiana, pierwotna 
Ty, Tą, Lis. Las Ty, Tę; Tr. 

Wszystkie liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6 są pierwsze względem 7, a więc sześć przemian odpowiednich szc- 


śc'u podstawieniom kołowym, za pomocą wzoru (1) otrzymamy. Przemianami temi sa : 


Tis Biggs Tre Typ Trag Tys Tison 

Lis Lisas Tiparas Tyąg=2) Tisgras Tyęgegy Tiroteo 
Tis Biggs Pisaro Tisgeg Tiaseg Fiaseg Cisery 
Tis Fiag Fisa p Tyjgoo Tyc Trze o Vire 
Tiy Cigsy Ciąg Ljggegs Ligge Pisses 0146-53 


Tis Tires Cize es Tys 3: 6 Zirgs Tias. Ty46*6* 
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które po wykonaniu działań, przechodzą na następujące 


Lis Tą, Ty, Lyy Ly Lor Try 
Liy Eyy Lyg Bzy Tas Lys Los 
Lis ©, Lgs Ty, Loy Ty Tsy 
Lis Lys Lar Loz Lgs Lrs Ty 
Lis Ler Lys Tą, Lay Czy Ty, 
Liy Ty, Les Lyr Lys Ty, Toy 


Lis dy, Ty, Lys Tyg Toy Ta; 


albowiem w miejsce każdego iloczynu ww, należy pisac resztę wypadłą z podzielenia jego przez ilość m. 


Reszty takie otrzymamy zawsze i wszystkie różne między sobą, bo u jest pierwsze względem m, 
ao < m. 


8. a) Widzieliśmy [5. Tw. I), że przemiany nierozdzielne względem podstawienia danego, mają 
tę własność, że liczby ich i jakości żadne z podstawień przez nie oznaczonych nie zmienia. Gdy 
jednak przeciwnie, mamy przemiany posiadające tę ostatnią własność, nie można sądzić, ażeby one 
były nierozdzielnemi względem jednego tylko podstawienia. Owszem, wiele razy tak się zdarzy, wolno 
nam zawsze myśleć, że pomiędzy podstawieniami przez te przemiany oznaczonemi, znajdzie się 
* pewna ich liczba od liczby wszystkich mniejsza, za pomocą których wszystkie te przemiany utworzyć 
będzie można. Podstawienia te, będą miały tę własność, że przemiany względem każdego z nich 
zosobna nierozdzielne, mają tylko jedną przemianę (pierwotną) wspólną. W szczególnym tylko przy- 
padku trafić się może jedno takie podstawienie. Przemiany o których teraz mówiliśmy nazwiemy 
pzemianami niezmieniającemi się od podstawień przez nie oznaczonych. 


b) Niech symbol 9 wyobraża podstawienie jakiekolwiek z m ilości 2,, £a, ty, ...y Z. Jeżeli 
p, 


do niego zastosujemy podstawienie wyrażone przez symbol ESP także jakiekolwiek, otrzy- 
g, 


2 

mamy nowy symbol (p) który razem z symbolem 2) wyobraża tę myśl: że w jaki sposób 
e P 

przemiana P, powstała z przemiany P,, w taki sam sposób powstała przemiana P, z przemiany P,. 


Z tego wypada, że gdy nie zwrócimy żadnój uwagi na ilości 2, £s, y... zm, ale na miejsca przez 
te ilości zajęte, możemy powiedzieć, że w jaki sposób powstało P,„ z P,, w taki sam sposób powstało 


P, z Pa. Jeżeli zatém podstawienie E było względem ilości £., £, £y, ... m kołowóm, podsta- 
m 


wienie (z) względem ilości Za, £a, Eyy... Ly (a, B, Yo ...v, są liczby między sobą różne i stano- 
wiące szereg 1,2,3,... m inaczéj uporządkowany), będzie takiém samém. 
9. Twierdzenie IV. Jeżeli we wzorze 
Ly, Litas Pittas «2 2 Tit (mijas 


za u. napiszemy wszystkie liczby pierwsze względem m, przemian tym sposobem utworzonych, są 
niezmieniającemi się od podstawień przez nie oznaczonych. 
Niech symbole 


P P P P, 
i ee 6.) Eeter Phn) 
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wyobrażają wszystkie podstawienia kołowe, jakie z m ilości być mogą; a 
(2) P, Ps, P;, OZ P.-4 Po 


niech będą przemianami tym podstawieniom odpowiadającemi. Którybądź z symbołów (1) można 
napisać w ten sposób : 


Ti, Ta, T3, ... > Tm 
Tite Lata Ty a) ...3 Tmin 
lub także, 


Wy, Litiy Titos 224 3 Ty img) 
Tira Trio, Tira tas eee p Ti e tm—1) 


Stosując do tego ostatniego symbolu podstawienie 


s 
Tis itis Titas «1 2 Citimi) x 
Lis Tity, Titpgr + ++ lytim=ga 


otrzymamy nowy symbol złożony z kolumn kształtu 
( Ditha, ) 
Tit (a Hiag 
Ponieważ różnica znaczków u zmiennéj z jest równą Hale, liczbie pierwszćj względem m, a zatóm, 
podstawienie nasze po dokonaniu w nićm pomienionego działania nie przestało być kołowćm wzglę - 
dem tych samych ilości. Symbole (1) wyobrażają podstawienia kołowe różne, i nowe symbole teraz 


otrzymane, muszą być także różnemi między sobą, ale temi samemi co tamte. Przemiany zatćm (2) 
są niezmieniającemi się od podstawień przez nie oznaczonych, c.b.d.o. 

UwaGa. Gdy jest dana liczba m, i wszystkie liczby względem nićj pierwsze, jednę z Só którąkol- 
wiek niech wyobraża liczba u. Podnosząc tę liczbę u do potęg 0, 1, 2,3,...,v, liczby w ten spo- 
sób otrzymane są także pierwszemi względem liczby m. Jeżeli w miejsce tych, weźmie się reszty wy- 
padłe z dzielenia ich przez m, te będą także pierwszemi względem m, ale i mniejszemi od m. Otóż, 
znajdzie się taka liczba v, że reszta wypadła z podzielenia liczby w” przez m, będzie jednością, to 
jest, =°, i od tego miejsca wszystkie te liczby, które poprzednio wypadały i wtym samym po- 
rządku, powtarzać się będa. Takim zatóm sposobem otrzymamy pewną gruppę v liczb pierwszych 
względem m. Gdy liczb wszystkich pierwszych względem m i mniejszych od m jest », i gdy v= 
wtedy liczba „ nazywa się pierwiastkiem pierwotnym (racine primitive) liczby m. 


Jeżeli naprzykład liczbą m jest 7, liczb względem nićj pierwszych i mniejszych jest 6. Poddając 
każdą z nich (1, 2, 3, 4, 5, 6,) wskazanemu wyżćj działaniu, przekonać się łatwo można, że żadna nie 
jest pierwiastkiem pierwotnym 7%, Przeciwnie się dzieje z 6:2, która posiada dwie tylko liczby (1, 5) 
względem nićj pierwsze i mniejsze, i dla którćj jednocześnie 5*« jest pierwiastkiem pierwotnym. 


TWIERDZENIE V. Jeżeli y. jest liczbą pierwszą względem m i mniejszą od m, przemiany utworzone 
z wzoru: 


(1) Li Litus Lyts oe. T14 imig 


przez zastąpienie u. liczbami u', u*, w, ... u”, są nierozdzielne względem podstawienia 


(2) ( Ty Titis Tita + -o 04 imei) ): 
Myy Bitay T44 2ay ++ + Tit imig, 
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Jakoż, utwórzmy za pomocą danego podstawienia pewną liczbę v przemian. Przemianami temi są 
następujące : 
Liz Litiy Pitas «++ p Titim—i)y 
Ty Litys Titas «+: 7 Cię m=gluy 
(3) Liy Lita? Titra? -oo + Tyę m=ya?, 


- - . . . 


, U 
Myy liku; Yit y oeo y Tipim. 


Jeżeli v jest liczbą taką, że w” po wydzieleniu przez m daje na resztę jedność, co zakładamy, prze- 
miany (3) są nierozdzielnemi względem podstawienia (2). Ale przemiany z wzoru (1) otrzymane spo- 
sobem w twierdzeniu opowiedzianćm, są temi sameini co przemiany (3), więc twierdzenie jest do- 
wiedziónćm. 


WNliosek. Gdy v=v, wypada : jeżeli u jest pierwiastkiem pierwotnym liczby m, v przemian utwo- 
rzone sposobem opisanym w [7], są nierozdzielnemi względem podstawienia (2). 

TWIERDZENIE VI. Jeżeli u. jest taką liczbą pierwszą względem m, że za pomocą niój, w sposób po- 
wyżćj opisany, otrzymamy v liczb pierwszych względem m; jeżeli nadto X jest liczba także pierw- 
szą wząlędem m, ale różną od każdćj z tam otrzymanych, podstawienia : 


( Ty, Tą, Ty, ... Lm ) i ( Liy Citat, Wyp zą%y e.. y Typ i m=qai ) 


Liy Cięty Titas -o Tiimi), Lis Ty raty Cyęzha%, es g Cię mo ghat 


są równoważne (x jest liczbą całkowitą zawartą między 1 i v — 1). 
Jakoż, ponieważ pierwsze z danych podstawień, można wyrazić przez symbol następujący : 


Lis Litiy Tiry -oo 3 Dy img) 
, 
Liy Litiy Typy oeo y £yrim=gh 


a szereg reszt otrzymany z dzielenia liczb pierwszych u”, 2u%, Bu”, ..., (m—=t)u* przez m, daje 
wszystkie liczby w szeregu t, 2, 3, ...,m—1 zawarte, widocznćm jest, że oba wypisane podstawie- 
nia są równoważne. 

UwaGa. Jeżeli u=u,, i jeżeli X-=u,, jest taką liczbą pierwszą względem m, że utworzywszy 
z nićj v liczb pierwszych i mniejszych względem m, te będą różaemi od v liczb, w podobny sposób 
z u, otrzymanych; przemiany nierozdzielne względem podstawienia 


(1) Viy Litiy Tity oso y Vitimo 
R. "Gp ` , 
Lis Lita Ditra eee y Tilia, 


i przemiany nierozdzielne względem podstawienia 


Myy Titis Tity «24 g Tii moj | 


(2) E: itap Titran eoe y Tit miia) 3 
będą miały tylko jedną przemianę (pierwotną) wspólną. Utworzywszy zatém z każdćj z przemian nie- 
rozdzielnych względem podstawienia (1) przemiany nierozdzielne względem podstawienia (2), otrzy- 
mamy prostokąt przemian niezmieniających się od podstawień przez nie oznaczonych, na mocy twier- 
dzenia VI, a liczba ich oznaczy się przez vv'. Dobierając liczbę ua taką, aby się względem w i m, je- 
dnocześnie podobnie zachowała jak to było z w, względem w, i oznaczając przez v” liczbę prze- 
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mian jéj odpowiadających; *po utworzeniu z każdćj z vw” przemian v”, przemian nicrozdzielnych 
względem nowego podstawienia, otrzymamy vvv” przemian, niezmieniających się od podsta- 
wień przez nie oznaczonych. Postępując w podobny sposób dalćj, widocznóm jest, że jeżeli liczby 
Ha Ua U --» Mn SĄ względem siebie i względem m takiemi, jakiemi były liczby p, Ua; lts, pOprZE- 
dnio uważane, i jeżeli v, v", v”, ... v") są liczbami przemian nierozdzielnych odpowiadających liczbom 
Pas M2s Hss -+ Ang tO utworzywszy podobnie jak wyżćj, przemiany niezmieniające się od podstawień 
przez nie oznaczonych, liczba ich wyrazi się przez iloczyn 


ZYWO. MA; 
Jeżeli zaś liczby u. są wszystkiemi, jakie liczbie m odpowiadają, a v liczba wszystkich liczb pierw- 
szych i mniejszyca względem m, jest 
IZYZY YW AW: 
PRzykŁab. Niech przemianą daną będzie następująca : 
Gb Ta Gw ly Dri 
W przypadku teraźniejszym mamy v*—=6, a biorąc MESSI + =6, znajdujemy 1,==41, u =2, 
u= 4, zatćm v=3; następnie W% =1, 14 ==6, zatém v=2, jak być powinno, bo v*=v vw = 
=, 2=6, . 
Przemiany otrzymane ugrupują się jak następuje : 
Liy Lay Vy, Lys ©, Lgr Czy Lis Lg Bzy Lzy Lay Lyr Loy Liy Lgs Lay Loy gy Lrg Lyr 


Lys Lay Loy Dy, 0, Czy Los Liy Los Lys Lar Lry 0, ly Liy Lys Lay Ty, Loy Lay Lyr 


Podług twierdzenia IV wypadło, że v przemian dopiero co uważanych, są niezmieniającemi się od 
podstawień przez nie oznaczonych, w uwadze zaś do twierdzenia VI należącćj, okazaliśmy, że można 
le » przemian uporządkować w szereg podwójny, potrójny i t. d. innemi słowy, że można znaleźć 
takie podstawienia, za pomocą których przemiany te można utworzyć, i znaleźć ich wszystkich liczbę, 
znając liczby przemian nierozdzielnych względem każdego z tych podstawień. Podstawienie względem 
którego v przemian są nierozdzielnemi, będziemy oznaczali przez symbol ( a) 

m,» 

10. Jeżeli z pomiędzy pewnéj liczby przemian niezmieniających się od podstawień przez nie ozna- 
czonych wybierzemy takie, które stanowią przemiany nierozdzielne względem pewnego oznaczonego 
podstawienia, każdćj z nich odpowiada szereg przemian niezmieniających się od podstawień przez 
nie oznaczonych. Wybrawszy z takiego szeregu przemiany względem pewnego oznaczonego podsta- 
wienia nierozdzielne, każdćj z nich znowu odpowiadać będzie szereg przemian podobnych jak wyżćj, 
z którym więc tak samo postąpić będziemy mogli. Działając w taki sposób do końca, znajdziemy 


podstawienia 
P P "R P 
(e) E (8) (8): 


za pomocą których otrzymują się przemiany z jakich wyszliśmy, Oznaczając przeto przez /, liczbę 
przemian nierozdzielnych względem podstawienia (a ) , liczba przemian o których była mowa 
LS 


wyraża się . 
L=4.h.4 ... dp: 
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TwIERDZENIE VII. Liczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia dającego się rozłożyć 
na x cząstkowych, w ten sposób, że symbol jego napisaćby można pod postacią 


a e.) AV A e | 


33 
wyraża się 


WE MW PT ARR 
RE a TA 


gdzie ve wyobraża największy wspólny dzielnik liczb 


Z śr. SZ , 

Vq:Vg2oV3 ... V zę : , 
—— r | Vy; 
LA. LĄD AAPIÓŃ gd 2 | 


dla każdego «© pomiędzy 2 i a. 


Pomiędzy liczbami vs mogą się znaleźć liczby v, a wzór ten prawdziwym zawsze będzie. 
11. TWIERDZENIE VIII. Jeżeli p, i va są liczbami mniejszemi od m, a p, i g, największe wspólne dziel- 


niki: g, dla m i w, zaś p, dla m i va; przemiany nierozdzielne względem podstawienia jek ) 

ti 

i przemiany nierodzielne względem podstawienia G ): mają : 
tati 

4° przemian wspólnych T=3; gdy p, i pə są względem siebie niewielokrotne, a 6 jest naj- 


większym wspólnym dzielnikiem liczb gg, i m. 
£ przemian wspólnych T = s , gdy p jest wielokrotnościa g,. 
2 


Uważmy, że każdą przemianę z nierozdzielnych względem podstawienia i> 


) otrzymamy 
# +41 
z wzoru , 


(a) Tutis Tata Tuts ... I Toy + m 


è A m 
kładąc za w, po kolei, liczby : 0, 4, 2,... —A. 
1 


m A e : Ć RETE P 
[ak samo, każdą przemianę z nierozdzielnych względem podstawienia ( . , otrzymamy 


Pata 
z wzoru 
(b Lugati Tut 29 Tuto GOLE Toga rm 
kładąc z kolei, liczby : 0, 1, 2,... + —1 
MAaGĄC w, po Kole, liczby : j 33. Bpo, FE ==J, 


Jeżeli pomiędzy przemianami (a) i (b) mają znaleźć się wspólne, powinno być z, pęta Z Tup ta A 


gdy ilości zmienne uważamy za pierwiastki równania z —1=0, aby założony warunek miał miej- 
see, musi istnieć jednocześnie równanie 


Opa — Oza = km, 
w któróm k jest liczbą całkowitą. 
Połóżmy 


M= p I p= tp 
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równanie nasze zamieni się na 

(01.1) pi — (02C) pa = km, 
które, gdy rozwiążemy względem wyc, i »,c,, będziemy mieli: 


1° jeżeli p, i c. nie sa względem siebie wielokrotne 


04 Cy =k2+ pat 
i fi 


U) 
Wy Cą = pył 
20 jeżeli p, = Pp 
oG zk „ad + pl 
(2) A 


WąCą = f, 
gdzie £ jest liczbą całkowitą. 

Z równań (1) otrzymamy: 

f orz = km + p, gaf, 
Oru = 61 Pal, 
zaś z równań (2) 
yy = km + pt, 
(4) 
O2 Ma = paf, 

Ponieważ liczba k jest całkowitą, z wzorów (3) i (s) czytamy, że przemiany wspólne otrzymujemy 
tylko przy takich wartościach całkowitych £, dla których iloczyn g;ęzt lub pał nie jest podzielnym bez 
reszty przez m. Po takićj ostatnićj wartości na £, nastąpi ta, przy którćj nasz iloczyn jest podzielnym 
przez m. Jeżeli więc tą liczbą jest T, każda liczba T + t dla wszystkich wartości £ od 0 do T— 1, 
daje iloczyn p,p(T + £) lub p(T + 1), który po wydzieleniu przez m pozostawia tę samą resztę co 
iloczyn pat lub gat. Liczba więc T wyobraża liczbę przemian wspólnych o jakich mowa w twier- 
dzeniu. 

Aby tę liczbę otrzymać potrzeba rozwiązać względem T równanie 


pipa DT "qm lub gr T=qym 


(y wyobraża liczbę całkowitą), z których po rozwiązaniu znajdziemy, pisząc wartości najmniejsze do- 
datne i różne od zera 
m m 
T= % lub = $ 
co było do dowodzenia. 
WNiosEk I. Gdy i p, nie są względem siebie wielokrotnemi i gdy gy, =1.m (X liczba całkowita), 
wtedy 6=m i T=1. A zatém w tym przypadku między przemianami (a) i (b) będzie tylko jedna 
przemiana (pierwotna) wspólna. 


WNIOSEK Il. Gdy g==pę, wtedy Tae „ a gdy jeszcze p = 1, będzie T ars , to jest, wszyst- 
2 1 1 
kie przemiany będą wspólne. Ponieważ liczby c, i c mogą być jakiekolwiek byle tylko pierwsze 


względem z: a więc; gdy ©, i c» są liczbami pierwszemi względem m, a q dzielnikiem m, prze- 
Ą r 
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; r f a VE ; £ i ; 
miany nierozdzielne względem podstawienia P i przemiany nierozdzielne względem podsta > 
sj ©, F1 


wienia A ) są temi samemi. 
c, 71 


PRzYkŁAD, Dana przemiana pierwotna 
Lis Lay Dy, Dy Wzy Loy Lry Dry Lgs Loy Ligy Bigs Bias Tyzy yy Tis 


i dane podstawienia, pierwsze : 


Ę Tą Zz Ty, Ty, Lay Lar! Dy Lar Lio Ty dis isr ly» ka 
May Lgs Los Lior Figs Lias Tygy Tę, Ty Ty, Ty, Ty, DT, TE, To 
drugie : 


z Liy Lgs Ley Lys Loy Lry Egy Loy Lios Ligy Bias Ligy Lips ea 


Liss Cios Ligy Cigs Lisy Liy Lay Ty, Lyg Dy, Loy Lry Ty, Tą, Lio 


Podług tego przypadku mamy m =15, u, = 6, p= 10, więc p =3, p = 5, pp = 153,0 = 13; zatém 
przemian wspólnych będzie T=—=— =1. 
Liczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia pierwszego oznaczy się za pomocą wzoru 


m = R ; ; 
t=== ELEN przemianami temi są: 


fı 3 


Liy Lay Ty, Dy Myy Ley Lry Lgs Tar Lios Figy Tygy Cygy Tips Tigo 
Las Lgs Los Tios Ligy Cias Ligy Cigs Figy Tys Ty Ty, Ty yy Los 
Liss Fiss Figs Pis Yos Lgs Lys Lys Loy Tiy Lgs Lys Lios Figs Bigs 
Tys Lay Ley Lis Las Las Lios Bigs Lya Ligy Ty Cigs ly, Tą, Lgs 


Lios Fiss Pios Cigs Cigs Lisy Cys Ty Ty, Lyy CZ, Loy Lrs Ty, Lge 


Liczba przemian nierozdzielnych względem drugiego podstawienia, oznaczy się za pomocą wzoru : 


/ = Z = =3. Przemianami temi sę : 
Pa 


Lis Lay Ty, Lys Lys Ley Lry Loy Loy Lios Birs Lios Bigs Lips Lis 
Lars Wygy Cigs Bigs Cigs Lys Lay Bzy Lys Boy Loy Lry Lgs Loy Lio 
Les Lay Lgs Los Lios Ligy Lias Figs Dips Fisy Lys Ty, Ty, Lys Tys 
Porównywając obie gruppy przemian, widzimy, że tylko jedna jest wspólną, jak być powinno. 
PRzYkŁAD. Dana przemiana pierwotna 
Lis Lay Vy, Lyr Ty Loy Lry Loy Lor Lios Figs Tys 
i dane podstawienia, jedno : 
e Lay Vy, Lyg Myy Loy Las Lgs Los Lios Bigs =] 
0 WED ŻE BT Dar ORZYSZ DOK: 
drugie : 


e Las Lgs By Bzy Los Lay Los Tor Lios Finy z) v 
Lyg Lys Ley Las Lgs Loy Lios Tirs Lios Fis Tos Tg 
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Podług tych danych mamy: m=12, m =2, 4 =3, więc, q="2, P= 3, pe =6 i 6:=6, zatóm 


; 12 
będzie, T==5 =F 


biczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia pierwszego, oznaczy się za pomocą wzoru 
l= m_A2__g, Przemianami temi są : 
Pa 


Myy Way Lgs Lys Myy Loy Lry Lgr Lys Lios Lijs Tig 
Lgs Lys Trzy Los Lry Lgy Lgs Lios Tigy Ciny Ty, Ta 
Lys Les Lay Lgs Tos Lios Cisy Bygg Lys Lay Ty, T, 
Lay Lay Los Lios Figy Tygy Lys Ty, Ty, Liy Lys Le 
Lyr Lios Cigs Lizy Vys Ty Ty, 0, 0, Loy Loy Tg 
Liss Dygy Tys Loy Way Lys Liy Ler Lry Lgs Los Lios 


Liczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia drugiego, oznaczy się za pomocą wzoru 


m 124, Przemianami temi są: 


— m a m 
=== 


Pa 


Lys Lor Sy Dy Lys Toy Lyr gy Lys Lios Ligy Ligy 
Wy Lys Loy Lrs Lgs Lgs Lios Wy Ljos Lys Los Ty, 
Lay Lgs Loy Lios Liy Lios Eys Lay Ty, 0, Lys Tę, 
Lisy Cigs Ljos Cys Loy Ty, Wy, Lys Loy Lry Ty, Tą. 
Porównywając obie gruppy przemian, widzimy, że mają dwie przemiany wspólne, jak z rachunku 
wy padło. 
PRzykŁAD. Dana przemiana pierwotna 
Lis Cay Ty, Lys Lys Loy Lay Loy 
i dane podstawienia, jedno : 


ia Las Wg; Ty Bys Ter Lag sy 
Lyr Loy Cry Wy, Ty, Loe Cz, Ty 


drugie : 
= Tas Tys Ly Ty Tę Moj > 5 
Las Lay Ty, Tą, Ty, Lys Lys TY 
Mamy obecnie m = 8, u, =4, u, =6, Więc p, =4, pr =2, zatóm p =2. p =2,2, T=R=f=2. 
PA 


Liczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia pierwszego, oznaczy się za pomocą wzoru 


8 i EŃ, 
= =g= 2. Przemianami temi są : 
Pı 
Lis Las Din Ty, Lyr Los Ty, Tą 
Lyg Los Las Lgr Lys Tą, Ty, Vye 
Liczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia drugiego, oznaczy się za pomocą wzoru 


1=T_S=4. Przemianami temi są : 
e 2 
© Myy Las Lgs Lys Myy Lag Lrs Tey 
Way Liy Czy Loy Lry Lgs Lyy Loy 
Lye Loy Lry Lgs Li, Los Lay Lyr 


Lry Lgs Tys Ty Ty, Lys Tys To 
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Porównywając obie grupy przemian widzimy, że mają dwie wspólne. 
PnzykŁAp. Dana przemiana pierwotna 
Lis dy Ty Lys Ty Wy Lar Tg 
i dane podstawienia, jedno: 
(z Ty Ty Ty Lis Loy Lrs ó 
Boy Lag Bgy Tiy zy Ly Ly Ty 
drugie : 
(e Las Lgs Lyg Dy, Loy Lrg =) 
Lys Les Las Cz, Lis Tą, Ty, Ty 


Podług tych danych mamy : m=8, u, = 5, = 4, więc, p= 1, p=4 a T=2 752 
” 2 


Liczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia pierwszego, wyrazi się, I=2—=8. Prze- 
. . . 1 
mianami temi są: 


Liy Las Ty, W, Lgs Los Lry Tg 
Ugs Lry Tgr Lys Tay Ty, Tys TZ 
Lys T,. Lys Ley Trs Lg, Tis lą 
Lgy yy Ty, Lgr Lys Lys Los W 
Szy Loy Las Lgs Ty, Ty Ty, T; 
Tą Lys Ty DK Lag Lgs Ti 
Las Las Lys Tas Cay Lys Ty Lo 


Lys Lgs Ley Lar Lay Lys Tas Tg 


; ; : e 3 Zła ; PA UAE 
Liczba przemian nierozdzielnych wzgiędem podstawienia drugiego, wyrazi się, l=- =2, 
5 ; i Pa 
Przemianami temi są: 
yy Lor Lgs yy Ty Tgr Trs Tę, 
Lyr Lgs Lis Lgr Tys yy Tay Lyo 
Porównywając obie grupy przemian widzimy, że mają dwie wspólne. 
PRzYkŁAD. Dana przemiana pierwotna : 
yy Loy Lyg Lyg Lyy Loy Lrs Czy Lgs Vios Figs Pigs Bigs Ty Vigs 
i dane podstawienia, jedno : 
(7 WTZ TS WA Gzy 0 MY, Gi BCM ze); 
Te Las Sz Tos Lig Ti Lig Tiz Tiy Tiss Lis Las Lzy Lys Ly 
drugie : 
(7» Las Lys By, Bzy Loy Lry Lgs Tys Lios Cins Piny Ligy Liss 20). 
Włggy Ligy Pigs Liss Lyss Lis Tas Lag Wy Lys Lgr Lay Les Loy Lyo 
5 Is È A N 4 gS m 1s BA 
W tym przypadku mamy m=15, ww =3, m= 10, więc, p =p = 3; a jj = =" 
. . . . . . . . 1 
Przemianami nierozdzielnemi względem podstawienia pierwszego są : 
Tis Wy Wazy Liy By Tor Lry Lgs Lor Lios Typ Ty Ligy Tym Lisy 
Lor Try lg, Tos Ligy Tygy Eygs Liga Typs Tiso Eis Tos Ty, Ty Ty 
Vin Tia: Tigy Tygr Ligy Ty Lo, Lgs Wy Lys Los Lry Las To Tyg: 
3 


http://rcin.org.pl 


18 O LICZBIE RÓŻNYCH WARTOŚCI FUNKCYI 


Przemianami nierozdzielnemi względem podstawienia drugiego są : 
Tis Las Tay yy Lyr Loy Lrs Lgs Loy Lios Figs Tiny Tigy Lips Tis 
Liss Cins Figs Ligy Ligy Tys Loy Lge Lyg Czy Lor Try Lgs Tor Tio 
Tes Lrs Lgs Los Lios Cigs Tins Cigs Lyyy Cisy Lys Lay Lgr Vgs Ty 
Widzimy, że przemiany obydwóch grup są wszystkie wspólne i nierozdzielne względem oby- 
dwóch danych podstawień. 
PRzykŁAD. Dana przemiana pierwotna 
Ty Tą Ty, Lys Cz, Ta 
i dane podstawienia, pierwsze : ô 


l ly Ty Ty Ty, z) , 
Ty Ty Ly Lys Ty, Ti 


drugie : 
Si Tą, Ty, Lyr Lyg a) s 
Tes Tis Lay Ty, Lys Ly 
W tym przypadku mamy, m=6, u, = 1, u =9, =p = 1, zatém, T="="=6. Liczba prze- 
1 2 


mian i w jednym i drugim razie, wyraża się przez l= m= 6. Przemianami temi są : 


Dy, Loy Dy, Wy. Dy Los Lis Tos Dy, Lyr Tgr Lor 
Tos Lgs La Tys Tę Lis Tę Tis Ta Lys Z Lzy 
gy yy Bzy Toy Ty, Tą, Lys Ler Ty, Ty Ty. Ty 
Ly rzy Ter Ty, Ly, Ty, Lyg gy Tor Tiy Tos Lgs 
Ty Tę Lis Ty, Ly, Lys Lgr Uis Czy Lor Lis Tos 
Les Ly, Tos Lay Lyr zy Lay Czy Lyr Lgs Tos Tis 


Tu widzimy, że obie grupy zawierają te same przemiany nierozdzielne względem każdego pod- 

stawienia kołowego z sześciu ilości £, Z,, Ly £,, Ly, Le 
> . 
12. Niech będą podstawienia Es ) i l: ) Ażeby jedno podstawienie do drugiego zasto- 
ati atai 

sować, potrzeba, podług przytoczonćj wyżéj zasady [8, %], z przemiany Pą+, utworzyć nową w ten 
sposób, jak przemiana P, +, z przemiany P, powstała, naslępnie, przemianę nowoutworzoną pod 
przemianą Pati podpisać. Ale przemiana Pa +i powstała z przemiany P, przez dodanie liczby v., 
do znaczku każdćj ilości w nićj zachodzącćj, zatém i przemiana o którą nam chodzi z przemiany P% +1 
Pata ) 3 który 


w ten sam sposob powstaje. Symbolem więc nowo utworzonym jest oczywiście ( aA 

tati 

równoważy się z symbolem iS ) jak to kształt jego pokazuje. Dla tćj samćj przyczyny symbol 
Ata 

Puts ) równo- 


powstały z drugiego, przez zastosowanie do niego pierwszego podstawienia, jest ($ KS 
1572 
ważny z symbolem E ) - 
Paka 


lez VE : 
'[wIERDZENIE IX. Jeżeli z każdćj z przemian nierozdzielnych względem podstawienia (e a , utwo- 
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rzymy przemiany nierozdzielne względem podstawienia (P Ą , szereg podwójny przemian pozo- 
stanie tym samym, choćbyśmy do niego zastosowali podstawienie niezmieniające szeregu przemian 


nierozdzielnych względem podstawienia (7. 4 , lub podstawienie, niezmieniające szeregu prze- 
1 


WEG". AD 
mian nierozdzielnych względem podstawienia (ia) . 
Jakoż, jeżeli 


P,, LL Py, +1 +.) Pusati 


wyobrażają przemiany nierozdzielne względem podstawienia (p. A , i jeżeli 
1 


P,, LOTU LOTU ..., Puia ti 


wyobrażają przemiany nierozdzielne względem podstawienia (i) , szereg podwójny przemian jest: 
2 > 


Pi, Pato Preti +22» Pat 


Pato Patati Potato ...3 Put! 


Pr—sąt Pattie ti Pra + (474g +16 » Pia tliat 
Z szeregu tego widzimy, że każdy wiersz poziomy wyobraża przemiany nierozdzielne względem 


podstawienia (p: $ , a każdy wiersz pionowy wyobraża przemiany nierozdzielne względem pod- 
1 


stawienia (r: M ) „ Gdy zatém tak jest, twierdzenie jest oczywistóćm. 
mi 
PrzykŁan. Dana przemiana pierwotna 
Lis Los Lyg Liy Tys Ley 
i dane podstawienia, jedno : 


> 25 DY to ta 2) 3 
Las Ty Ty Tos Ty, T3 
drugie: 
(oe Tą, Lys Ty Pys 3) b 
tę Tyr Z; Dy zę 


Podwójny szereg przemian będzie : 


Lis Tą; Ty, Tis Zz, Tę, 


6 U Tys Tę: Tis Ty Lgs 


Lyr Lyg Dy Lor Liy Toy Tey Ty, Lgs Ty, Ty, Tys 
Lys Lar Lys Lay Lgs Ty. Loy Lys Ty Psy Tos Tis 
s E ! A ; pW. FZ s 1 r i 
UwaGa, Jeżeli przemian nierozdzielnych względem podstawienia (r: jest ©, a przemian nie- 
h 92 


at 1 
rozdzielnych względem podstawienia (p: ch jest =: przemian o których w twierdzeniu była 
ż 2 


2 Ą 
mowa jest w Jeżeli przemiany te mają być między sobą różne, koniecznćm jest i dostatecznóm, 
1 
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ażeby g, i ę, nie były względem siebie wielokrotnemi, i aby było Ui pyr 1iczbie całkowitćj [11, 
2 
Wnios. 1, Twier. VIII]. Założywszy to wszystko, jest Żyć, gdzie g, dzieli bez reszty m. Ztąd 
PiP Ps 


pokazuje się, że istnieje zawsze liczba u, <m [14, Wnios. 2, Twier. VIII], zawierająca w sobie 
czynnik ę, będący dla nićj i dla liczby m największym wspólnym dzielnikiem, mówię taka liczba, 
że przemiany o jakich mowa są nierozdzielnemi względem podstawienia (p: a ) . Gdyby było p= 1, 
ati . 
2 
wtedy M m i przemiany nasze byłyby nierozdzielnemi względem każdego podstawienia koło- 
Pif 
wego. 
13. TWIERDZENIE X. Gdy we wzorze 
(1) Tay Taus Latas oe- y Tat Imtis 


za a napiszemy liczby : 


1, up +1, um +1,..., (2—1) +1, 
1 


(„, jest najwiękazym wspólnym dzielnikiem liczb u, i m, u liczba pierwsza względem m); przemiany 
w ten sposób otrzymane są nierozdzielnemi względem podstawienia (p: y ) . 
Bep ti 


Jakoż, napisawszy w (1) za « liczby: wuwu +1 i (o + l)uu, +4, znajdziemy : 


( Topa tis T (up tiati © (wa, taati sak 1 (va, t2m—1)a+1> ) 
T (o +a t Tutia hati Tutia tatis ...y 1 (u+ iu, +m Ja+1) 
Uważając obie te przemiany za symbol podstawienia, widzimy, że on jest równoważny z symbo- 


lem (r te ) ) , azatóm przemiany w opisany w twierdzeniu sposób z (1) powstałe są nierozdzielnemi 
171 
względem podstawienia (pi, „) jakiekolwiek jest u, byle tylko pierwsze względem m. f11, Wn. 2, 
1 / 


Twier. VIII]. Gdy w szczególności u =1, podstawienie (7: z ) jest kołowóm. 
Hy?” 1 
PRzykŁab. Dana przemiana pierwotna » 


PEL PLECAK ERO 


Liczbą „ może być 3 albo 5. Weźmy jednęi drugą i przemiany im odpowiednie. Stosując wzór (1) 
znajdziemy trzy przemiany wraz z pierwotną następujące : 


Ż, dy ydy ty Spy By; 
(2) Ty, ©, ©, Ty, U, Lge Lgs Tę, 


HELENA 


Weźmy teraz u =2, zatóm u, =6 w jednym przypadkui uu, = 10 w przypadku drugim. A że 
za pu, bierze się właściwie reszta wypadła z podzielenia uu, przez m, zatóm w przypadku drugim 
pu =2. Z powodu że m=8, liczba przemian nierozdzielnych względem obydwóch podstawień 

) 

EE i LR jest jednakową i przemiany wspólne, bo T= 2-255 = 4. Tworząc zatém z każ- 


déj z przemian (2) przemiany nierozdzielne względem któreġobądź z podstawień S ) lub dej ) 


et P+ 
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otrzymamy zawsze to samo. 
Lis Tay Ty, Ty, Lys Tos Czy Tay Ty, Vy Ty Ty, Tyr Ty, Ty, Tę, By, Lgr lyy Ty, Ty, Tą, Loy Z, 
Tą, Lys Czy Lar Tae Ty, Ty, Tą, Ty, Los Lis Lys Trs Ty, Lys Tę, Dy, Tyr Ty, Tą, Tys Bys Ty, Tor 
Vy, Lor Las Lay Cy, Las Ty Lys Lys Ty, Lgs Loy Ty, Lyr Lar Ty Lys Ty, Lay Lys Lis Toy Ty, Ty, 


Czy Lay Lis Ty, Cz, 0, Tyr Tos Bzy Las Lyg Lgs Lyg Loy Lys Tyg Try Lyg Cys Loy TD, Ty, Tyr Tao 


14. Jeżeli dane jest jakie podstawienie, to jak wiadomo, symbol jego rozdzielić można na pewną 
liczbę symbolów cząstkowych wyrażających podstawienia kołowe. Może się jednak trafić, że podsta- 
wienie wyrażone przez pewną liczbę takich symbolów cząstkowych, da się jeszcze wyrazić przez 
symbol złożony z podstawień kształtu G ) gdzie u nie jest liczbą pierwszą względem liczby ko- 

att 
lumn symbol ten składających. Podług tego co już wyżćj powiedzieliśmy [6. Twier. II], liczba 
przemian nierozdzielnych względem takiego podstawienia oznacza się za pomocą wzoru 


ża M.M. M3... Ma d 
Pi. Àa. pr. Asepa. As o o o Jarpa 
Jeżeli dobierzemy takie liczby wy, Was w,, ... Wa ażeby: 
49 były mniejszemi i niepierwszemi względem liczb my, Dg, my, ... Ma 
2» ażeby Pis PaPa -P'a i odpowiednio py, ps, ps . :. pa nie były względem siebie wielokrotnemi, 
3° ażeby niektóre z iloczynów pis PaPa Pafs - . - Papa były podzielnemi odpowiednio przez 


Ma Mint; + Fa; 


to podług twierdzenia VIII [44] i jego wniosków, pomiędzy przemianami nierozdzielnemi względem 

podstawienia składającego się z podstawień cząstkowych kszałtu (> ) a przemianami nieroz- 
s Wta 

dzielnemi względem podstawienia poprzednio uważanego, zajdzie tylko jedna pierwotna przemiana 

wspólna. Ponieważ liczba tych nowych`przemian jest : 


t= M;.M2.My, ... M. 
SOWA FE) ZG IBC EZ PA np 9 
ME 6 7% 72 GDA LTM 


zatóćm liczba przemian niezmieniających się od uważanych dwóch podstawień, wyrazi się przez iloczyn 


My My M3 2 Pa 


k TEIT VEE, Ay E T E TET A 


Przemiany te, których teraz liczbę wyraziliśmy, są wszystkie między sobą różne, co z warunków 
użytych do ich utworzenia oczywiście wypada. 

Biorąc pod uwagę ilorazy wypadłe z dzielenia liczb pye';, p» --. pał Odpowiednio przez m,, m,, 
My.. ma, możemy dobrać liczby p”, P's... p'a względem wypadłych teraz niewielokrotne, i w ogćl- 
ności, zadosyć czyniące warunkom na początku tego ustępu wymienionym. Możemy zatóm utworzyć 
odpowiednie podstawienie złożone z podstawień cząstkowych kształtu A , aby liczba przemian 

att 
względem niego nierozdzielnych oznaczała się przez wzór : 


4.4, Mı. M3. Mz... Ma 
P-N a pA PA c.. Na Pa 
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Zastosowawszy to podstawienie do każdćj z przemian poprzednio uważanych otrzymamy 


3 3 3 
B= NAA = SE „1 12.7 BP R 
f1-P1-0 hah sh 2.Pap ap 2. AA gÀ 3°’ Aada afafaf a 
przemian różnych między sobą i niezmieniających się od trzech uważanych podstawień. 
W ogólności zatém 
L=l ls- ... Ę 


jest liczbą przemian niezmieniających się od n uważanych podstawień a różnych między sobą. Prze- 
miany te są niezmieniającemi się od podstawień przez nie oznaczonych, co więcćj, znajduje się za- 
wsze takie podstawienie, względem którego są nierozdzielnemi [12. Uwaga Twier. IX]. Maximum 
wielkości liczby L jest 
M4.Ma2.Mą ... Ma 
p Só R R- 


kA 


to jest liczba przemian nierozdzielnych względem podstawienia dającego się rozdzielić na « cząst- 
kowych kołowych, i w tym przypadku, przemiany te są nierozdzielnemi względem tego pod- 
stawienia. 


15. Oprócz podstawień, jakie stosowaliśmy do przemian nierozdzielnych względem podstawienia 
uważanego w poprzednim ustępie [14], możemy jeszcze podłag ustępu [10] i Twierdzenia X [18] za- 
stosować inne. 

Niech v,, Va Ya .. - Ya będą liczbami liczb pierwszych względem m,, m,, my, ... ma, Odpowiadają- 
cemi liczbom pierwszym py, s, U, .. Hae Liczba przemian nierozdzielnych dla tych liczb wyrazi się, 
podług twierdzenia VII [10], jak następuje 

TERTATA Pe Va y 
M T AER 7 


Jeżeli teraz w ogólności, liczby v, v”, v”, ... v(*) oznaczają liczby takie, jak w uwadze do twier. VI [9], 
to na zasadzie tego samego twierdzenia i ustępu [10], można położyć 


L=L.L'.L" Lid re EES Va ł PiE +3: Via "w v1(6) vb) „.. vale) 
E a PPE ofa Tiat., T Pale) 7rgle) , . . male) 


Gdy jest p=n, będzie Vzwxyv' x, ... Yx") = vz, liczbie wszystkich liczb pierwszych względem m. 
i mniejszych od m. dla z od 1 do a. 


Z każdćj z przemian L otrzymamy ¿ przemian, podług poprzedniego ustępu, i będziemy mieli na 
zasadzie twierdzenia X [12], 


Nes Pidapohs -. . Mapa ViVa... Va ; VA Vaasi Na 
mia aa me Taans cha PAE a: PEO 


Gdyby każda z liczb m,, mą, m,, ... Ma miała pierwiastek pierwotny, mogłoby być 


aeżeli p Zp=pR=.Zpa=l jet: 
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Gdy każda z liczb m,, m,, ... Ma jest liczbą pierwszą, wzór ostatni jest jeszcze możebnym. 
16. Jeżeli każde z podstawień cząstkowych ustępu [14] wyobraża dowolne podstawienie, liczba 
przemian niezmieniających się względem takiego podstawienia, wyraża się jak następuje : 
L=m;! mą! mz! ... ma! 


17. Zbierając ostatecznie wszystko o czóm dotąd powiedzieliśmy, otrzymujemy następujące wzory, 
na liczbę przemian niezmieniających się od podstawień przez nie oznaczonych. 


— ç M.M... Ma 
Pi- ha. pahg ... da.» pa 


__M4.Mą ... Ma 


ZR ETER A ACL A 
pałapaks +... Paña RUE E 
Męeliy r T ETES 
Prdapads ... Aapa 72.775... 7a 


L= 
PAL? APA LL; Vy.V2 + . . Va ? 
Rag s: e e Peo 
L= m!. m! . m! .. . Mal: 

18. Zgodziliśmy się [1], ażeby za równe wartości funkcyi uważać takie tylko, które przy wszel- 
kich wartościach zmiennych w tę funkcyę wchodzących nie przestają być sobie równemi. I nawza- 
jem, gdy mamy na myśli różne wartości funkcyi, te takżć takiemi mają pozostać przy wszelkich war- 
tościach ilości zmiennych. 

"TWIERDZENIE XI. Funkcya m zmiennych niezależnych, niezmieniająca swojćj wartości skutkiem 

PA R p * a * r 3 ; 
dokonanego w niéj podstawienia (p; , ma jedną tylko wartość dla wszystkich przemian nierozdziel- 
» 

nych względem tego podstawienia. 

Niech v= f (£, Ty, ©,, ... Zm), będzie funkcyą m zmiennych niezależnych, o którćj zakładamy, że 

i NA 2% „e x Ezd EU P,) = > 
nie zmienia swojćj wartości przez dokonanie w nićj podstawienia Ea , Czyli innemi słowy, zakła- 
À 
damy równanie, 
f (P) = / (P3). 

Równanie to ma się utrzymać przy wszelkich wartościach ilości zmiennych ; stosując zatém do 

tego równania to samo podstawienie, otrzymamy nowe : 
f (Pi) = (Pa), 


kióre dla téj saméj przyczyny, posiada własność poprzedzającego. Otrzymamy przeto oprócz tych 
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dwóch, następujący szereg równań : 

{ (Pa) = / Pa) 

f (Pa) =f (Pa) 


f (Prom) = f (P=). 
a 2 nich wypada oczywiście ` 
f(P,) =/fP)=/(Ps)=d... =f (Pip): 
A że przemiany 
(1) B;, b, Pa, Pas Pi- 


są względem podstawienia C nierozdzielnemi, twierdzenie jest dowiedzioném. 
VER A . 


WnĒiosex. Ponieważ przemiany (1) są także niezmieniającemi się od podstawień przez nie oznaczo - 

nych, jeżeli 
((P, 4 (P), (Pa), ... Z (Psi 
są różnemi wartościami funkceyi v, iloczyn ich 
F = f (P,). f (P3). (Pa) ... [(Pa_n). 
lub summa : 
q = f (P,) + / (Ps) + f (Pa) + ... + f (Pum) 

jest funkcyą ilości ty, T,, £4 ... Zm, niezmieniającą się od żadnego z podstawień przez przemiany (1) 
wyznaczonych. 

Ponieważ wszystkie przemiany z m ilości są niezmieniającemi się od podstawień przez nie ozna- 
czonych funkcye : 

F=/()-/ (BAB); 
Y=/(P,) + /(P.) + ... + f (Pm). 

zachowują tę samę wartość dla każdego z pomienionych podstawień. Funkcya taka F lub y nazywa 
się funkcyą symetryczną względem m ilości zmiennych w nie wchodzących. 

TWIERDZENIE XII (Lagrange'a). Liczba różnych wartości funkcyi m zmiennych niezależnych, jest 
dzielnikiem liczby m! 

Niech ' 

V = f (Lys Ty... Cm) ` 

będzie funkcyą m zmiennych niezależnych, o którćj zakładamy, że ma mnićj jak m! wartości różnych. 

Jeżeli przez 

Was Mas Wązeżć y Wozy 


oznaczymy wszystkie jéj wartości, to jest, równe i różne między sobą, wielomian 
(1) (V—=V,) (V = Va) (V — Va) . 0. (V — Vw) = p AV" ~a 


m! stopnia wzgiędem V ma (e wartości za swoje pierwiastki. Współczynniki tego wielomianu sa 
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funkcyami symetrycznemi ilości £, La... Lme Współczynnik Am: w szczególności, przedstawić 
można pod postacią : 


Au! = (= 1 ei, Ba . We, Mż ... Yy 


gdzie Va Va Vp... Vy wszystkiemi różnemi wartościami funkcyi V, a a -+ b+ 0+ ... + k=n! 


Stosując do' wielomianu (1) jakiekolwiek podstawienie z tych samych m ilości zmiennych, war- 
tości jego współczynników pozostaną niezmiennemi i będziemy mieli w ogólności : 


An! = (— 1)" Vi A V;" A A SA Vi 5 
albowiem podstawienie tu dokonane mogło tylko zmienić w A,„ porządek różnych czynników, lub 


co na jedno wychodzi porządek ich wykładników. 
Podług więc tego powinno być 
Var YE 0 Verse. Vy = 
przy wszelkich wartościach ilości £, wy, .. . «„ lubz czego wypada, przy wszelkich wartościach 
Vas Vs, Vy... V,. To zaś inaczćj być nie może, jak tylko wtedy gdy 
=> dy BZ CEZ bici y 
a więc gdy wszystkie wykładniki a, b, c, ..., k są między sobą równemi. 
Kładąc teraz 
GEF=cH,.. ZKZK 


jeżeli D wyobraża liczbę wykładników znajdujemy 


: I 
L.D=m!, lub D= 


co pokazuje że liczba D różnych wartości funkcyi v jest dzielnikiem liczby m! 

'PWIERDZENIE XIII. Równe wartości funkcyi odpowiadają przemianom niezmieniającym się od pod- 
stawień przez nie oznaczonych. 

Niech 
(i) P;, P;, Bi ...3 P: 
będą przemianami odpowiadającemi wszystkim równym wartościom funkcyi wyobrażonym przez 
szereg następujący 


(2) (Ps), /(P.), / (P3), ... (Pi). 


Niech P,®@ będzie przemianą odpowiadająca różnćj wartości funkcyi od tćj jaką teraz uważamy. 


Po zastosowaniu podstawienia wyrażonego przez symbol (ia) do przemian (1) i do funkcyi (2), 
1 


znajdziemy 
(3) P9, P9, P9, ...3 P9, 
(5) fP,S), [(P:*), F(P,S), ... , (PO. 


Przemiany (3) odpowiadają wartościom funkcyi (4). Ponieważ wartości funkeyi (2) są równemi 
4 
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sobie, z określenia wypada, że i wartości funkcyi (4) sę także sobie równemi. Jeżeli zatóm przemiana 
P =P, którćjbądź z przemian (1), szereg wartości funkcyi (4) jest szeregiem wartości funkcyi (2) 
inaczćj uporządkowanym; a ztąd już wypada, że szereg przemian (3) jest, w lakim przypadku, sze- 
regiem przemian (1) inaczćj uporządkowanym. Przemiany więc (1) są niezmieniajacemi się od pod- 
stawień przez nie oznaczonych. 


Z twierdzenia tego wypada, że pisząc w równaniu 


za L którąbądź liczbę ustępu [17], otrzymamy wyrażenie liczby różnych wartości funkcyi. 

19. Jeżeli funkcya ma mnićj jak m! różnych wartości, pomiędzy przemianami wszystkiemi, musi 
zachodzić przynajmnićj jedna P», i taka, że podstawienie (p) wartości téj funkcyi nie zmienia. 

A 

Podług twierdzenia XI funkcya nasza ma jednę tylko wartość dla wszystkich przemian nierozdzielnych 
względem tego podstawienia, a podług twierdzenia poprzedniego, wszystkie jéj równe wartości od- 
powiadają przemianom niezmieniającym się od podstawień przez nie oznaczonych. Rozwiązanie więc 
naszego zadania sprowadza się do dwóch następujących : | 
P, 
P, 
nie zmieniły jego natury względem tych samych ilości. 


a) Mając dane podstawienia ( ) znaleźć wszystkie inne takie, któreby do tego zastosowane, 


b) Znahzłszy je wszystkie, wybrać z nich te tylko, względem których przemiany nierozdzie!- 
ME \ 34 s 
ne, i przemiany nierozdzielne względem podstawienia danego ei mają jedną tylko przemianę 
À, 


wspólną P,. 
Taki bieg rzeczy nadaliśmy naszćj pracy. , 
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